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六面体覆盖的高阶数值流形方法的探讨 
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（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 
 

摘  要：采用高阶近似位移覆盖函数，基于六面体数学覆盖网格建立了三维数值流形方法分析格式，给出了相应的子矩阵。

利用 MATLAB 编制了与之对应的计算程序，对简单的地下洞室模型进行了计算，并将计算结果与其他数值分析方法结果进

行了比较，证明了分析格式及相应程序的正确性和有效性。结果表明, 当数值流形方法的覆盖函数推广到高阶情况时，其求

解精度会有相应的提高。最后，对该方法在隧道及地下工程的应用前景作了展望。 
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Abstract: By introducing two covers, namely, the mathematical cover and physical cover, the numerical manifold method can solve 
continuous and discontinuous problems in geotechnical engineering in unified way. At present, the application of NMM is mainly 
limited to two-dimensional analysis which is not realistic for many underground engineering. In this paper, three-dimensional 
numerical manifold method based on hexahedron element is proposed; and two kinds of high-order displacement functions are used 
as the cover function. The stiffness matrix, loading matrix, displacement resistance matrix are given according to the cover function; 
and the methods of handling rank deficiency induced by high degree polynomials as local approximation is discussed. Corresponding 
program is made by Matlab. One simple example is calculated by the program and the numerical results, being compared with the 
result of other methods, proves its correctness and effectiveness. It shows that the solution accuracy of numerical manifold method 
will be improved, when high-order displacement function is used. An example of underground chamber is also presented. Finally, the 
prospects of the method in tunnel and underground engineering are given. 
Key words: numerical manifold method; high-order; tunnel and underground engineering 
 

1  引  言 

数值流形方法是石根华[1－2]在不连续分析方法

（DDA）基础上提出的，是利用“流形”数学概念

的有限覆盖技术建立起来的统一解决连续与非连续

变形问题的数值方法，连续体的有限元方法（FEM）

和块体系统的非连续变形分析方法（DDA），只是

这一数值方法的特例。这种方法采用 2 个网格体系

（物理网格和数学网格）分析问题，在分析域内的

物理覆盖上建立一般覆盖位移函数加权求和形成总

体位移函数。当流形方法的覆盖函数推广到高阶情

况时，其求解精度将会有很大的提高。 
目前二维流形方法的理论已经比较完善，而且

国内许多学者也将该理论应用到了隧道的开挖模拟

中[3－5]，并取得了很好的效果，如王水林等[16]、郑

宏等[7]利用数值流形方法进行了二维裂纹扩展问题

的研究。然而，实际的隧道和地下工程问题都是三

维问题，任何计算方法最终都应该发展成为三维并

服务于工程实际，近些年来，国内外部分学者围绕

三维数值流形方法理论及应用做了大量的工作。姜
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清辉[8－11]等基于四面体覆盖网格建立了 0 阶及高阶

的三维数值流形分析格式，还成功模拟了三维无压

渗流问题，也对三维数值流形方法的点面接触模型

进行了研究。郑榕明等[12]对基于六面体覆盖的 0 阶

三维数值流形方法进行了探讨。何磊等[13]将三维数

值流形方法应用到裂隙岩质边坡的稳定性分析中。

郭旭阳等[14]、林毅峰等[15]研究了高阶数值流形方法

中存在的线性相关问题。 
本文在六面体有限元覆盖的三维流形方法基础

上，分别采用完全一阶近似位移覆盖函数和二阶近

似位移函数，建立相应的分析格式，分析了高阶数

值流形法中线性相关问题，编制了相应的程序，并

对该方法在隧道与地下工程应用做了简单的分析和

展望。 

2  基本理论 

2.1  权函数与位移函数 
采用 8 节点六面体有限元网格作为数学覆盖网

格，取六面体有限单元的形函数 iN (i = 1～8)作为权

函数，C8 型等参单元的形函数可以表示为 
1 (1 )(1 )(1 )
8i i i iN             （1） 

式中： i 、 i 、 i 为六面体第 i(i = 1:8)个顶点在局

部坐标系（，，）中对应的坐标值。 
采用两种不同的局部近似函数：（1）{1，x，y，

z}；（2）{1，x2，y2，z2}，完全一阶近似位移函数

带来的线性相关问题将在后面部分讨论。两种不同

近似函数对应的物理覆盖 i 的位移函数可表示为 
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本文采用 8 节点六面体有限元网格作为数学覆

盖，一个流形单元由 8 个物理覆盖（节点）组成，

流形单元的位移函数有 8 个物理覆盖的位移函数加

权平均，可表示为 
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 T( ) 1 2 12[ ]e i i i iD d d d            （7） 

2.2  三维流形单元的刚度矩阵 
对于流形方法，刚度矩阵的积分区域为流形单

元，与有限元一样单元应变可根据几何方程求出： 
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式中：       
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类似的可以写出局部近似函数为{1，x2，y2，z2}
的应变矩阵。 

由单元 e 弹性应力产生的应变能为 
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式中：J为雅克比矩阵；{E}为弹性矩阵。则单元刚

度矩阵为 
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2.3  荷载及固定约束子矩 
2.3.1 点荷载矩阵 

点荷载(Fx，Fy，Fz)
T 作用在单元 e 中得点(x0，

y0，z0)上，则对应的点荷载矩阵为 
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式中： 0 0 0( ,  ,  )   为 0 0 0( ,  ,  )x y z 在局部坐标系中对

应的坐标值。 
2.3.2 体积荷载矩阵 

设 T( ,  ,  )x y zf f f 是不变的体积力，它作用在单元

e 的材料体积内，则体积力引起的荷载矩阵为 
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2.3.3 固定约束矩阵 
假定固定点是在单元 e 的 0 0 0( ,  ,  )x y z 上，沿 xyz

方向分别设置弹簧，弹簧的刚度为 p，则对应的位

移约束矩阵为 
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式中： 0 0 0( ,  ,  )   为 0 0 0( ,  ,  )x y z 在局部坐标系中对

应的坐标值。 
2.4  等参坐标与整体坐标的相互映射 

因本文采用 C8 型等参单元中的形函数作为三

维流形单元的权函数，势必要涉及坐标的变换。等

参坐标到整体坐标的一一对应关系为 
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式中： ix 、 iy 、 iz 为六面体结点在总体（笛卡尔）

坐标内的坐标值。 

iN 对于 x、y、z 的偏导数可利用自然坐标显示，

表示为 
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本文数学覆盖网格采用的是规则的六面体，因

而整体坐标中任意一点(x，y，z)在等参坐标中对应

的 ( ,  ,  )   可以通过式（17）表示： 

0 0 01 1 1;  ;  
2 2 2

x x y y z z
a b b

  
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式中： 0 0 0  x y z、 、 为流形单元所对应的 8 个物理覆盖
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（节点）形成的六面体的中心坐标；a、b、c 为数

学覆盖网格的三个方向的尺寸大小。 

3  高阶数值流形法的线性相关问题 

数值流形法中，当局部函数采用不低于一阶的

多项式时会导致总体刚度矩阵 K的过分亏秩，即使

在引入位移边界消除了模型的刚体位移后，K 仍然

是亏秩的，即所谓的线性相关问题。线性相关会导

致平衡方程的解不惟一，但在物体施加完整的位移

约束后，每个解所对应的位移是惟一的[16]。此外，

林毅峰、朱合华等还发现，采用完全一次多项式局

部近似函数虽然线性相关，但求解仍然收敛，且精

度高于线性无关的单元；近似函数为{1，x2，y2，z2}
的流形方法形成的整体刚度矩阵在施加位移边界条

件后满秩[15]。  
针对完全一阶近似位移函数导致的线性相关

问题，本文在求解平衡方程时采用郭朝旭等提出的

改进的 LDLT算法[14]，稳定的求出方程的一组特解。 

4  算  例 

本文采用 MATLAB 软件基于所建立的分析格

式，编制了相应的计算程序，并对 2 个算例进行了

验证。 
算例 1. 计算模型左端固定，右端受到大小为 

1 kPa的均布荷载，模型尺寸为 4 m×2 m×2 m，物体

材料常数：E = 1 GPa，v = 0.25，不考虑物体的重力。

算例 1 的计算模型如图 1 所示。采用如图 2 所示的数

学覆盖网格，因此模型为连续体流形单元的物理覆

盖数等于有限元的节点数，共生成 16 个流形单元，

45 个物理覆盖（节点）。图 3 为物体沿 x 方向的位

移。 
 

 
 
 
 
 
 
图 1  物理计算模型 

Fig.1  Physical computational model  
 

 
 
 
 

图 2  数学覆盖网格 
Fig.2  Mathematical covers for numerical problem 

 
图 3  物体 x方向的位移 

Fig.3  Displacement in x direction 
 

从图 3 可以看出，采用 0 阶近似位移函数时，

计算结果与理论解有一定的误差；采用完全一阶近

似函数时，刚度矩阵的亏秩数量为 107，利用修正

的 LDLT 算法稳定的得出了一组特解，计算结果能

很好的逼近理论解；采用{1，x2，y2，z2}二阶近似

函数时，求解没有出现线性相关问题，结果也能很

好地逼近理论解，但计算量及计算时间显著增加，

该结果也验证了本程序的正确性。 
算例 2. 大小为 7 m×6 m×6 m 矩形物体，中间有

一个 1 m× 1 m×6 m 的矩形孔洞，物体下端，左右端

固定，计算模型见图 4。材料常数：E = 2 GPa，v = 
0.4，  = 2 000 kg/m3。采用如图 5 所示的数学覆盖

网格，共生成 252 个流形单元，392 个物理覆盖（节

点）。 
 

   

图 4  物理计算模型 
Fig.4  Physical computational model 

 

 

图 5  数学覆盖网格 
Fig.5  Mathematical covers for numerical problem 

0.0 
0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 
3.0 
3.5 
4.0 
4.5 

0 1 2 3 4 5

Z / m 

位
移

/(1
0- 6

m
) 

理论解

0 阶

完全一阶

二阶

y 

x 

z 

x 

y 
z 



  666                                      岩    土    力    学                                   2014 年   

 

图 6 为在自重应力作用下矩形孔洞两侧（x = 3 m
或 4 m）的竖向（z 方向）的位移曲线。当局部近似

函数采用完全一阶时，整体刚度矩阵的秩为 4 149，
亏秩数量为 555；当采用{1，x2，y2，z2}的二阶局部

近似函数时，整体刚度矩阵的秩为 4 704，满秩。从

图可以看出，采用高阶的三维数值流形方法对该问

题的模拟计算结果与采用 ABAQUS 等有限元的模

拟计算结果基本一致。算例 2 通过对简单地下洞室

模型的计算，表明三维高阶数值流形方法在计算该

方面的问题时是可行的。 
 

 
图 6  孔洞两侧的竖向位移 

Fig.6  The vertical displacement along the side of the hole 
 

5  结  语 
本文基于六面体的数学覆盖网格，建立了高阶

的三维数值流形方法分析格式，利用 MATLAB 编

制了相应的计算程序。通过对算例 1 的计算，验证

了所编制的计算程序的正确性，其计算结果还表明

高阶的数值流形方法相对于 0 阶的流形方法有更高

的精度。算例 2 通过对简单地下洞室模型的计算，

验证了三维高阶数值流形方法在计算地下洞室变形

方面的有效性。 
在隧道及地下工程分析中必需控制求解精度，

在数值流形法中则通过控制数学覆盖的网格的稀疏

和覆盖位移的阶数来达到精度的要求。隧道和地下

工程不可避免的会存在大量的节理裂隙，数值流形

法中由于采用 2 套独立覆盖系统，在不连续面处采

用非连续的覆盖函数，可实现对不连续、大变形问

题的分析。数值流形方法在隧道及地下工程的应用

前景是可预见的。 
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